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Olimpiada Kombétare e Matematikés pér Arsimin e Mesém té Larté. Faza e dyté

1. Pika Oéshté gendra e rrethit t& brendashkruar trekéndéshit AABC . Sig vihet re né figuré, nga pika O jané
hequr pingulet OM, ON dhe OP pérkatésisht me brinjet AB, AC dhe BC té trekéndéshit.
Pika D éshté piképrerjae OP me segmentin MN .
Tregoni se pika D ndodhet né mesoren gé del nga kulmi A i trekéndéshit AABC. 10 piké

Nga pika D ndértojmé drejtézén paralele me brinjén BC té trekéndéshit. Eshté e qarté se PD L KQ.
Rrjedhimisht katérkéndéshi ODKM éshté ciklik, pasi m(of)K) = m(oMK) =90°.

Gijithashtu ciklik éshté dhe katérkéndéshi ODNQ , késhtu gé m(K[SM ) = m(KéM ) dhe

m(Nf)Q) = m(NéQ).

Por m(Kf)M ) = m(Nf)Q) si kénde t& kundért né kulm,

rrjiedhimisht kemi m(KéM ) = m(NéQ) .

Shqyrtojmé trekéndéshat kénddrejté AKOM dhe ANOQ , té cilét

jané kongruenté sepse OM =ON si rreze té rrethit me gendér O,
i cili éshté i brendashkruar trekéndéshit AABC, nga ku del se OK =0Q .

Mirépo PD L KQ, rrjedhimisht OD éshté pérmesore e segmentit KQ .
Megenése AD éshté mesore e trekéndéshit AAKQ dhe KQ éshté paralele me BC, atéheré mesorja e
trekéndéshit AABC kalon nga pikat A dhe D, ¢ka donim té provonim.
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Olimpiada Kombétare e Matematikés pér Arsimin e Mesém té Larté. Faza e dyté

2. Jepen numrat realé, pozitivé x dhe y, té tilé g¢ x" =x+1 dhe y*" =y+3x,ku neN.
Provoni vértetésiné e mosbarazimit x > y. 10 piké

Zgjidhje

Megenése X" =x+1, ne N = x=1dhe (x+1)2 > 4X ..

2n

2n
Atéheré ka vend: (XJ _ Y - = y+3x2 < y+3x.
X (xz) (x+1) 4x

Shénojmé %: a dhe kemi:

a®" <%a+%<:>a2” —%a—% <0< 4a*-a-3<0.

Vémé re se pér a=1=>4a*" —a—-3=0, atéheré mund té shkruajmé:
42" —a-3=(a-1)(4a""" +4a""* +..+3) <0< (a-1)<0,

pasi (4a*" +4a”" +...+3) > 0,va > 0, rrjedhimisht a <1, pra Yclay<xox>y.
X

3. Provoni se pér ¢do tri numra realé a, b, c, ku secili prej tyre éshté jo mé i vogél se 2, mosbarazimi
(a’+c)(b®+a)(c® +b)=125abc Eshté i vértets. 10 piké

Zgjidhje

Duke pasur parasysh kushtin e dhéné pér numrat a, b, ¢, kemi:
a’>4=a’>4a

a’+c>4a+c=a+a+a+a+c>5ya‘c

Njésoj shkruajme:

b®+a>5%b%a

c®+b>53c’b
Duke shumézuar ané pér ané pérfundimet e nxjerra mé sipér, kemi:
(a’+c)(b®+a)(c® +b)2125¥/ah’c® =125ahc.
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Olimpiada Kombétare e Matematikés pér Arsimin e Mesém té Larté. Faza e dyté

4. Gjeni té gjitha treshet e renditura ( p; x; ), qé plotésojné kushtin p* = y* +4,ku p éshté numér i thjeshté dhe
X, Y jané numra natyroré. 10 pike

Zgjidhje

Kryejmé faktorizimin standard te barazimi i dhéné: y*+4=(y*—2y+2)(y*+2y+2)=p*.

Duke pasur parasysh natyrén e numrave p, X, y, éshté e qarté se:

(y*—2y+2)=p" dhe (y*+2y+2)=p" ku mneN/m+n=x.

Meqgé y* —2y+2<y?+2y+2=m<n, késhtuqé p"éshté pjesétuesii p".

Atéheré themi se y> —2y + 2 éshté pjesétuesii y*> + 2y + 2. Nga ana tjetér duke shkruar

Yo +2y+2=y>—2y+2+4y themiqé y> —2y+2 éshté pjesétuesii 4y rrjedhimisht y> —2y + 2 éshté
pjesétuesi edhe i 4y”.

Por ne mund té shkruajmé 4y’ = 4(y2 -2y + 2) +8(y—1), késhtu gé y* —2y+2 éshté pjesétuesii
8(y-1).

Si pérfundim, megenése y® —2y + 2 éshté pjesétuesi i 8(y—1)dhe i 4y, atéheré y* —2y + 2 éshté
pjesétuesii 8—és, pra:

y’—2y+2=1osey’—-2y+2=20sey’-2y+2=40sey’ —2y+2=8

Kur y*—2y+2=1=y=1 dhe y*+4=5= p=5 dhe x=1

Kur y? —2y+2=2=y*-2y=0=y=2 dhe y*+4=20 dhe 20 nuk éshté fugi e ndonjé numri té
thjeshté.

Pérrastet y*> —2y+2=4 dhe y*—2y+2 =8, zgjidhjet nuk jané té plota, késhtu qé zgjidhje e situatés soné
éshté treshja e vetme (5;1;1).
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Olimpiada Kombétare e Matematikés pér Arsimin e Mesém té Larté. Faza e dyté

ax+b
cx+d

5. Jepet funksioni f :y = ,ku a, b, c, d jané numra realé, jo zero.

Gjeni bashkésiné e pércaktimit té funksionit f , nése dihet se pér ¢do x # —% ,

f(19)=19; f(97)=97 dhe f(f(x))=x. 10 piké

Zgjidhje

Nisemi nga kushti g& Vx € R/ x # 9 emi § (f(x))=x, pra

C
a(ax-i_bj-i-b 2
a‘+bc)x+b(a+d
%:XQ( i ) +b +2):xc>c(a+d)x2+(d2—az)x—b(a+d):0
(ax+bj c(a+d)x+bc+d
c +d
cx+d

Te ekuacioni i fundit, éshté e qarté qé koeficienti prané x> éshté zero, nga natyra e funksionit t& dhéné, késhtu
qé: c(a+d)=0.Meqgenése cx0—=a+d=0<a=-d.

Nga kushtet f (19)=19; f(97)=97 pérftojmé barazimet: 19°c =2x19a+b dhe 97°c=2x97a+b.
Nga ku (972 —192)0 =2(97-19)a < (97+19)c=2a < a=58c, nga ku del se b=-1843c.

_ 58x-1843

Si pérfundim formula e funksionit toné éshté f (x) T

dhe bashkésia E e pércaktimit éshté

E={xeR/x=58}.
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