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Olimpiada Kombétare e Matematikés. Faza e treté

1. Vizatoni njé trekéndésh kéndngushté ABC. Shénoni me H piképrerjen e lartésive CE dhe BD pérkatésisht
mbi brinjét AB dhe AC. Rrethi me diametér DE pret AB dhe AC pérkatésisht né pikat F dhe G. Le té jeté K
piképrerja e FG me AH. Gjeni gjatésiné e segmentit AK, nése BC=25cm, BD=20 cm dhe BE=7 cm.

10 piké
Zgjidhje

Zbatojmé Teoremén e Pitagorés né ABEC dhe ABDC gjejmé: CE = 24cm dhe DC =15¢cm.

Vémeé re g¢ AABD [ AAEC = AB = AD = BD .Megenése AB = AE +7dhe AC = AD +15
AC AE CE
AD _5
shkruajmé: Sl = AD =15cm dhe AE =18cm.
+7 5
AD+15 6

AB = AE + EB = 25cm = AABC dybrinjénjéshém.
Bashkojmé D me F . DF L AE (leE = 900), késhtu gé DF éshté vijé e mesme e AAEC

= DF =12cm
. _ AE
Né AADF dhe gjejmé AF = > =9cm

Meqé pikat pikat G, F, E, D jané ciklike, kemi se edhe pikat D, E, B, C jané ciklike.

Kéndet AFG = ADE = ABC pra GF [IBC, rjedh q& AAFG [ AABC nga ku % = % .
Megenése AP = CE barazimi shkruhet % = ﬁ duke zévendésuar AK = 9 = AK =8,64
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Olimpiada Kombétare e Matematikés. Faza e treté

2. Jepetvargu numerik {x, | itillé g& x, = x, =1 dhe x,,, = Ly X,neN.
X

n+1
Gjeni kufizén X, - 10 piké
Zgjidnje

N k t kemi gé _ 1 k =1 =1
ga sekuenca e vargut kemi & X,,, = ——+X, Ngaku X, ,X,.; =1+ X, 1 X, = X,0Xpg — Xpus X, =1.

n+1

DUKe Shénuar: yn = Xn+1Xn = yn+l = Xn+2 Xn+1'
Pra vargu {y, } &shté njé varg aritmetik me ndryshore d =1.
Pern=1 y, =x,x =1

Y, = XX, =2 sepse X, =2

y3_y2 :X4X3_X3X2 :2X4_2:l sepse X4 :g

Y, =Y, +1=2+1=3 provohetse: y, =X

n+1

n
X, =nngaku x ,=—=
X

2022024 7 2024 2022 % 2024 2022 7 47
_2025 2023 53 2025 2023 53

2024 2022 7 4 277 2024 2022 T 4 2
2025 2023

5 3
Pra X2026 = ZE
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Olimpiada Kombétare e Matematikés. Faza e treté

3. Gjeni té gjithé giftet e renditur (x;y) € Z?, pér té cilét ka vend barazimi: 1+ 22" +2* = y?.

10 piké
Zgjidhje

Nga barazimi i dhéne kemi x>0dhey >0o0se y <0
[ x20
Shqyrtojmé rastm{y 0 nése x =0= y ==+2. Pra kemi zgjidhjet (0;2),(0;-2).
>

Nése x >0 dhe y > 0 kuptohet se y -numér tek, atéheré y = 2n+1 nga ku kemi se:

22 4 2 =4n(n+1) ose 2°(2*" +1) =4n(n+1) (¥

VVémé re se barazimi (*)nuk ka zgjidhje pér x =1 ose pér x = 2késhtugé y > 2

Pér x > 2 pjesétuesi mé i madh i pérbashkét PMP(2*;2*") =1 dhe PMP(n;n+1) =1 késhtu qé %

4 . . )
ose jané numra natyrore.

X

Rasti 1.
. . .. 4n 2 ax X 2 Ax X
Shénojmé Z—X:a:>a 2" +4a=8-2"+4 =a" -2"-8-2"=4-4a

2*(a? —8) = 4(1—a)

_41-9)

g >8=2a’+a-17<0

2X

a=10se a = 2nuk ka zgjidhje pasi 2* > 8
Rasti 2.

4(n+1) o _ 4(1+a)

Shénojmé T:a: 5 >8=2a’-a-17<0ngaku a=1ose a=2 ose a=3
a —

Pér a=3 kemi x=4dhe y=423
Késhtu qé zgjidhjet jané ciftet: (4;23), (4;—-23)

Si pérfundim zgjidhjet jané 4 ciftet (x;y) € Z7 (0;2), (0;—2), (4; 23), (4;—23)
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Olimpiada Kombétare e Matematikés. Faza e treté

4. Jepen numrat realé pozitivé, té tille g& xy + yz + xz = 3. Provoni se ka vend mosbarazimi:

X y z 3 _—
+ + <— 10 piké
X2 +3 \/y2+3 Jz2+3 2

Zgjidhje
Kané vend barazimet : \/x2 +3= \/xz + XY+ YZ+ X2 = J(X+ Y)(X+2)

Pér x>0; y>0; z>0 gjithashtu mund té shkruajmé

X X

+
X X X X X+y X+1Z
= = / . < 1 AM-GM
'\/X2+3 \/(X+y)(X+Z) X+y X+12 2 () ( )

Veprojmé né té njéjtén menyre:

y oy [y oy "
Y +3 Jx+y)(y+z) \x+y y+z 2

z Z

+
z y _ |z xvzoyrz g
Vs Jornlyrz) \x+z ysz 2

Mbledhim ané pér ané barazimet (1) (2) (3) dhe kemi:

Xx Y , Z si x+x+y+y+z+z):1(l+l+1):§
X2 +3 \/y2+3 J72+43 2 X+Y X+Z X+y y+z X+z y+z° 2 2
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Olimpiada Kombétare e Matematikés. Faza e treté

5. Gjeni funksionin numerik f : R — R, i cili plotéson kushtin f [x+ f (y)] = f(x) +Y, VX, yeR.

10 piké

Zgjidhje
Pér x = O barazimiidhéné katrajtén f[f(y)]= f(0) +y (1)
Zévendésojmé y = 0 => f[x+ f(0)]= f(x) (2)

Barazimi (2) tregon se funksioni i kérkuar éshté periodik me periodé T= f (0) :

Nga barazimi (1), vémé re se ana e djathté varetnga y, dhe kjo éshté e mundur vetém nése:
f(0) =0

Pér f(0) = 0, barazimi (1) merrformén f[f(y)]=y

Kjo tregon se funksioni f éshté bijektiv dhe ka funksion té anasjellté.

Nése zévendésojmé x = f (@) barazimiidhéne merr trajtén: f[f(a)+ f(y)]=f[f(@)]+y

dhe megenése f[f(a)]=a atéheré f(a +y) =a +y.

Prapéredo xe R, f(x) = x
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Olimpiada Kombétare e Matematikés. Faza e treté

Shénim. Llogaritjet dhe veprimet e kryera né faqet né vazhdim, nuk do té vierésohen nga komisioni i vlerésimit.
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