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ZGJIDHJET

1. Dy rrathé e, dhe w,, me gendér pérkatésisht né pikat O, dhe O, , i kané rrezet e tyre me gjatési pérkatésisht

R, =lcm dhe R, = J2em.
Kéta rrathé priten né pikat A dhe B, né ményré té tille g¢ 0,0, =2 cm.

Nga pika A ndértohet diametri AD né rrethin @, dhe diametri AE né rrethin @, .
Segmenti DO, pretrrethin @, né pikén M . Zgjatimii AM , pértej pikés M , pret rrethin @, né pikén C .
Gjeni gjatésiné e segmentit AC . 10 pike

Zgjidhje e ushtrimit 1:

Qendrate O, dhe O, té rrathéve té dhéné, jané pérkatésisht

meset e brinjeve AD dhe AE t€ AADE, rrjedhimisht O,0, éshté

vijé e mesme e AADE . Késhtu g¢ DE =20,0, =4 cm.
m(AMD) =90°, si kénd rrethor gé hapet né diametrin AD € @, .
Pra O,M éshté lartési mbi bazén e trekéndéshit dybrinjénjéshém AAO,C, (AO,=CO,=R,).
Pra O,M éshte gjithashtu mesore e AAO,C , ndaj AC =2AM .

Nga ana tjeter AM éshté lartési mbi bazén e trekéndéshit AADO, , rrjedhimisht kemi:
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2S
Suoo, =~ o AM = (),
2

Por 28,400, = Saape dhe nga formula e Heronit kemi:

a+b+c

Suoe =y P(P-a)(p-a)(p-a), kup= : a=2cm; b =2v2cm; ¢ =4cm

Suon =[N )5 ) ) =o' =S, =L (o)
J7

N *) kemi se AM =
ga( ) DO

. Pér gjetiene DO, , zbatojmé teoremén e kosinusit dhe rrjedhimet e saj né

2

trekéndéshat AADO, dhe AADE.
Kemi:
AD?+AE?-DE’ -2
2AD x AE 4
(DO, )" = AD* +(AO,)’ ~2AD x( AD, ) x cos( DAE )

cos(DAE) =

DO, =242 cm

Duke z&vendésuar tek (*) dhe (**)gjejmé:

AM =£:> AC:2><£= ! cm
22 242 V2
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2. Provoni se pér ¢do tri numra realé pozitivé x, y, z, té tillé g xyz =1, ka vend mosbarazimi

X2+ VY242  X+y+z
45/ 3; < ;’ | 10 piké

Zgjidhje e ushtrimit 2:

- XY+ x+y+z
Do provojmé se ka vend mosbarazimi { 3 < 3 .

Duke ruajtur trajtén homogjene té€ mosbarazimit t€ dhéné, do provojmé se:

2 2 2
5/)( +>; Tz oo X+;/+Z N (x+y+z)528lxyz(xz+y2+22), vX,y,zeR™

Shfrytézojmé mosbarazimin e vérteté:

(xy + yz+zx)2 :(xy)2 +(yz)2 +(zx)2 +2xyz(X+Yy+2)=3xyz(Xx+y+2),pra
(xy + yz+zx)2 >3Xyz(X+Yy+2)

(xy+yz+ zx)2

Nga ku: <
gaku: (x+y+2) 22

(1)
Duke pasur parasysh (1) mjafton té provojmé se:

(x+y+z)6227xyz(xy+yz+zx)2(x2+y2+zz) (2)

Zévendésojmé tek mosbarazimi mé sipér: A= x+y+z dhe B = xy + yz + zx prej nga pérftojmé:

(x+ y+z)6 —27xyz(xy + yz+zx)2(x2+y2 +22): AG—ZYBZ(A2 —28)=(A2 —38)2(A2 +6B)20.
Nga vértetésie e mosbarazimeve (1) dhe (2) kemise (x+y+ z)5 > 81xyz(x2 +y + zz), vx,y,zeR™
Vihet re se barazimi arrihet kur x=y=2z=1.
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3. Letéjené a, b dy numra té ploté pozitive, té tille gé a >1.

Duke shqyrtuar pjesétuesit mé t& médhen; t& pérbashkét (PMP) pér ciftet e numrave

a’ -1 ) . a’ -1

(a—1;b) dhe L . ;a—1 |, vértetonise PMP(a—1;b)=PMP . ra—1]. 10 piké
a— a—

Zgjidhje e ushtrimit 3:

a® -1
a-1

Shénojmé: ¢ = PMP[ ; a—lj dhed =PMP (a—1;b).

b

Pércdo aeN/a>1, vémé re se thyesa a

paraget shumén e b —kufizave té para té vargut gjeometrik

me kufizé té paré 1 dhe herés a. Pra mund té shkruajmé:

a® -1
a-1

=(1+a+a2 +..4a"? +ab’l) = (ab’1 —1)+(ab’2 —1)+...(a—1)+b (*)

(b-1) kufiza

Meqgenése c éshté pjesétues i a—1 dhe nga ana tjetér a—1 éshté pjesétues i a* —1, pér ¢do
k=1;2;3;...; b—1, atéheré c éshté pjesétues i shumés (2" —1)+(a"* -1)+...+(a-1).

Meqgenése(a—1):c, bic dhe d = PMP(a—-1;b),atéheré d >c.

b

Ly
1

Nga ana tietér, meqé (a—1):d dhe b:d , nga barazimi (*) njésoj kemi se 2
a’ -1

P ¢ (a—1):d dh
or meqé (a—1) e 1

:d , atéheré d <c.

a® -1
a-1

Si pérfundim megenése c<d dhed <c<>c=d,pra PMP( ; a—lj =PMP(a-1;b).
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4. Gjeni sa numra 5-shifroré mund té formohen, me kusht qé secili prej tyre t& gézojé kéto vecori:
- té keté grupin shifror “15” né pérbérje té tij;
- té jeté shuméfish i 15-€s. Numra té tillé jané si p.sh: 53415 ose 31545. 10 pike

Zgjidhje e ushtrimit 4:

Q€ njé numér té jeté i pjesétueshém me 15, duhet dhe mjafton g€ ai té jeté i pjesétueshém me 3 dhe 5.
Ndértojmé kategorité e numrave 5-shifroré té cilét plotpjesétohen me 5, pra pérfundojné me 5 ose 0, si dhe gé
kané bllokun dyshifror 15 né “trup”™

(1) abc15

(2) ab150

(3) ab155

(4) a15b0

(5) a15b5

(6) 15ab0

(7) 15ab5

Ku a,b,c€{0,1,2...9}

Duke pasur parasysh gé ¢do numér i secilés kategori té pérshkruar mé sipér duhet té jeté i pjesétueshém edhe
me 3, numérojmé elementét e secilés kategori:
(1): Fillimisht kuptohet qé pér kété kategori, a = 0dhe qé numrat e trajtés abec15 té plotpjesétohen me 15 duhet

dhe mjafton qé 3-shifrorét abc té jené té pjesétueshém me 3, ndaj abc 102,105,108,...999 } , pra
var g aritmetik:a, =3n+99=999, ku (n=300)

gjithsej kemi 300 numra né kété kategori.

(2): Né kété kategori cdo numér i trajtés ab150 éshté i pjesétueshém me 15, atéheré dhe vetém atéheré nése 2-

shifrorét ab jané té pjesétueshém me 3, ndaj kemi: ab {12,15,18, ...99} , pra gjithsej 30 numra .

Pér numérimin e elementeve (numrave 5-shifroré) té€ kategorive (3), (4), (5), arsyetojmé si pér kategoriné (2).
Pra secila prej kategorive (3), (4), (5), pér analogji, pérmban nga 30-elementé.

(6) Arsyetojmé tani mbi numrin e 5-shifroréve té trajtés 15ab0. Si né rastin (2), vetém se né kété rast shifra a
mund té marré edhe vlerén 0. Gjithashtu dy shifrorét ab duhet té jené té pjesétueshém me 3.

Pra ab {00,03,06,...99}, qé do té thoté se kjo kategori pérmban 34-elementé (3n—3=99 < n=234).

(7) Qé 5-shifrorét e trajtés 15ab5 té kené 3-in pjesétues, duhet dhe mjafton gé shuma e shifrave té jeté
shuméfish i 3-it. Késhtu qé dyshifrorét ab duhet té jené té trajtés: ab {01, 04,07, ...97} , ¢ka do té thoté se

kjo kategori pérmban 33-elementé.

Pérpara se té gjejmé numrin e pérgjithshém té 5-shifroréve té kérkuar, diskutojmé pér elementé té pérbashkét
mes kategorive (pra numrat, té cilét i kemi numéruar dy heré). Béjmé kété kontroll pér ¢do dy prej kategorive té
pérshkruara me sipér.

VVémé re se kategoria (1) nuk ka asnjé element té pérbashkét me kategorité (2), (4) apo (6), pasi ndryshojné nga
shifra e fundit.

Gijithashtu prerja e kategorive (1) dhe (3) éshté boshe (¢) , pasi elementét e tyre ndryshojné né shifrén e katért.

© QSHA 5 15 shkurt 2025



Olimpiada Kombétare e Matematikés pér Arsimin e Mesém té Larté. Faza e treté

Numri 5-shifror & ndodhet si né kategoriné (1) ashtu dhe né kategoriné (5) ka trajtén a1515, i cili &shté i
pjesétueshém me 3 atéheré dhe vetém atéheré nése a e {3,6,9} . Pra kéto dy kategori kané 3-elementé té
pérbashkét.

Numrat 5-shifroré qé ndodhen si né kategoriné (1) dhe né kategoriné (7) kané trajtén 15¢15, dhe jané té
pjesétueshém me 3 atéheré dhe vetém atéheré nése ¢ {0,3,6,9} . Pra kéto dy kategori kané 4-elementé té
pérbashkét.

Shohim prerjen e kategorisé (2) me kategorité (4) dhe (6). Kategorité (2) dhe (4) ndryshojné nga shifra e treté,
pra prerja e tyre éshté (¢) Mes kategorisé (2) dhe (6) kemi vetém 1-element té pérbashkeét, i cili éshté 15150.
Kategorité (3) dhe (5) ndryshojné nga shifra e treté, pra prerja e tyre éshté (¢) . Mes kategorive (3) dhe (7)

kemi vetém 1-element té pérbashkeét, i cili éshté 15155, por ky nuk plotpjesétohet me 3, ndaj nuk e marrim né
konsideraté.

Kategorité (4) dhe (6) ndryshojné nga shifra e dyté, pra prerja e tyre éshté (¢) .
Kategorité (§) dhe (7) ndryshojné nga shifra e dyté, pra prerja e tyre éshté (¢)

Si pérfundim numri i sakté i té gjithé numrave 5-shifroré qé pérmbajné grupin e shifrave 15 né trup dhe gé
plotpjesétohen me 15, éshté:

(300+4x30+34+33)—(3+4+1)=
=487-8=
=479 numra

© QSHA 6 15 shkurt 2025



Olimpiada Kombétare e Matematikés pér Arsimin e Mesém té Larté. Faza e treté

5. Jepet funksioni y = f (x) i pércaktuar né ]0;+oo] .

1
Provoni se, nése f (x)+2f (1) = 2" +2*, atéheré funksioni i dhéné merr vlerén mé té vogél pér x =1.

X
10 piké
Zgjidhje e ushtrimit 5:
Funksioni y = f (x) éshté i vazhdueshém Vx e |0; +o0| .
. ’ 1\ ., 1 —
Nga té dhénatkemi: f (x)+2f| = |=2"+2x < f| = |+2f (x)=2"+2
X X
Ndértojmé sistemin:
1 ! 1 1 1Yo, o
f(x)+2f(;j=2x+2x f(x)+2f(;j=2u2x f(X)+2f(;j=2 +27
1 Snd 1 - 1 1 =
f(§j+2f(X)=2X+2X 2f(X)+f(§]=2x+2x —4f(X)—2f(;j=—(2x2x+2x2xj
1 2 1 2
f(x)+2f(—j:2x+2X f(x)+2f(—j:2x+2X
X X

—4f (x)-2f (3:—2{5 +2X}© —3f (x):—(zi +2XJ

Pra funksioni yné ka formulén: f (x)= %[ZX + 2*}

Gjejmé derivatin e funksionit.

1

f '(x)=%[2x +2*J'=%(2“<*) +2X)'=%(u(x)'2”(x) +(2X)')=%[—%m 2x2% +2*In 2]

f '(x)=;n—§(x22X —2*]

X

_n2

Shohimse f'(1) (2—-2) =0, pra funksioni ka ekstremum né intervalin e shqyrtimit.

Studiomé shenijén e derivatit té funksionit pér x =1:
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1

Kuptohet se I3n_§ > 0,x e ]0;1] , ndaj mjafton t& shohim shenjén e x*2* —2x.
X

1 1
Shohim se: VXe]O;]{:>1>1:> X'2X<2'<2x = x*2* -2 <0= f'(x)<0
X

1 1
Shohim se: VXe]l;+oo[:>1<1:> X224 > >2x = x*2" -2 >0= f'(x)>0
X

Si pérfundim, treguam se pér x =1 funksioni i dhéné ka minimum té vetém, rrjedhimisht ai merr aty vierén mé
té vogél.

Shénim: Pranohet ¢do zgjidhje tietér e sakté, e cila nuk éshté parashikuar mé lart, por qé komisioni i vlerésimit e gjykon si té tillé.
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