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1.   

Zgjidhje  

Meqenëse trekëndëshi ∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨 është dybrinjëshëm, kemi që  𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨�  = 𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨� . Meqenëse 𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨 

është katërkëndësh ciklik, 𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨�  = 𝑨𝑨𝑨𝑨� B dhe 

𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨�  = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏° −  𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨�  = 𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳� . Prandaj, në 

∆𝑩𝑩𝑩𝑩𝑩𝑩, lartësia 𝑲𝑲𝑲𝑲 është përgjysmore, dhe 

mesore për ∆𝑩𝑩𝑩𝑩𝑩𝑩 ; atëherë pikat  𝑳𝑳 dhe 𝑩𝑩 janë 

simetrike në lidhje me 𝑨𝑨𝑨𝑨, prandaj segmentet 

𝑪𝑪𝑪𝑪 dhe 𝑪𝑪𝑪𝑪 janë gjithashtu simetrike. Prandaj, 

gjatësitë e tyre janë të barabarta. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

2.  

Zgjidhje 

Nga AM-GM kemi që:√𝒃𝒃𝒃𝒃  ≤ 
𝒃𝒃+𝒄𝒄
𝟐𝟐

 ,   √𝒄𝒄𝒄𝒄  ≤ 𝒄𝒄+𝒂𝒂
𝟐𝟐

 ,   √𝒂𝒂𝒂𝒂  ≤ 
𝒂𝒂+𝒃𝒃
𝟐𝟐

 

Duke i zëvendësuar tek mosbarazimi 𝒂𝒂√𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒃𝒃√𝒄𝒄𝒄𝒄 + 𝒄𝒄√𝒂𝒂𝒂𝒂 ≥ 𝟏𝟏  

marrim që:  

𝒂𝒂√𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒃𝒃√𝒄𝒄𝒄𝒄 + 𝒄𝒄√𝒂𝒂𝒂𝒂 ≤ 𝒂𝒂 ∙ 
(𝒃𝒃+𝒄𝒄)
𝟐𝟐

 +𝒃𝒃 ∙ 
(𝒄𝒄+𝒂𝒂)
𝟐𝟐

 +𝒄𝒄 ∙ (𝒂𝒂+𝒃𝒃)
𝟐𝟐

 =𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄𝒄𝒄  

Pra:  𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄𝒄𝒄 ≥ 𝟏𝟏 

𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝟐𝟐 + 𝒄𝒄𝟐𝟐 ≥ 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄𝒄𝒄  ⇒   𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝟐𝟐 + 𝒄𝒄𝟐𝟐 ≥ 𝟏𝟏 

(𝒂𝒂+ 𝒃𝒃 + 𝒄𝒄)𝟐𝟐 = 𝒂𝒂𝟐𝟐 + 𝒃𝒃𝟐𝟐 + 𝒄𝒄𝟐𝟐 + 𝟐𝟐(𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃 + 𝒄𝒄𝒄𝒄 ) ≥ 𝟏𝟏 + 𝟐𝟐 ∙ 𝟏𝟏 = 𝟑𝟑   

Nga ku marrim që:  𝒂𝒂 + 𝒃𝒃 + 𝒄𝒄 ≥ √𝟑𝟑 

 

3.  

Zgjidhje 
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Pra, elementë të bashkësisë A janë të gjithë numrat 𝒙𝒙 ∈ 𝒁𝒁 të tillë që:  

𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 plotpjeston -2 dhe 𝒙𝒙 + 𝟏𝟏 ≠ 𝟎𝟎 

{ }
x x
x x

A , , ,
x x
x x

+ = ⇒ =
+ = ⇒ =

⇒ = − −
+ = − ⇒ = −
+ = − ⇒ = −

1 1 0
1 2 1

3 2 0 11 2 3
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 Pra, bashkësia A ka 4 elementë. 

 

 

4.  

Zgjidhje. 

Që  
a

b

+

+

2
3

 të jetë racional duhet që të shprehet në formën: 

a p
qb

+
=

+

2
3

  ku  𝐩𝐩,𝐪𝐪 ∈ ℤ, 𝐪𝐪 ≠ 𝟎𝟎  

Nga kjo marrim:   

q q a p p b q p p b q a+ = + ⇔ − = −2 3 2 3  

Ngrejmë në katror të dy anët dhe kemi: 

q p pq bp aq pq ab+ − = + −2 2 2 22 3 2 6 2  

bp aq q p
ab

pq
+ − −

= +
2 2 2 22 3 6

2      ( * ) 

Shënojmë me  𝒎𝒎 : 

bp aq q p
m , m Q

pq
+ − −

= ∈
2 2 2 22 3

2    dhe e  zëvendësojmë  tek  ( * ) 

ab m= + 6   nga ku  marrim  që :   ab m m= + +2 2 6 6  

 

Për  𝒎𝒎 ≠ 𝟎𝟎   kemi që:
ab m

Q
m

− −
= ∈

2 66
2 , absurditet. Pra, 𝒎𝒎 = 𝟎𝟎 . 



 

Për  𝒎𝒎 = 𝟎𝟎   kemi  𝐚𝐚 ∙ 𝐛𝐛 = 𝟔𝟔 ku 𝒂𝒂,𝒃𝒃 ∈ ℕ. 

 

Shqyrtojmë rastet: 

1) 𝐚𝐚 = 𝟏𝟏 ,𝐛𝐛 = 𝟔𝟔  marrim     m Q
+

= = ∉
+

2 1 1
3 6 3

 

2) 𝐚𝐚 = 𝟐𝟐 ,𝐛𝐛 = 𝟑𝟑  marrim     m Q
+

= = = ∉
+

2 2 2 2
3 3 3 6

 

3) 𝐚𝐚 = 𝟑𝟑 ,𝐛𝐛 = 𝟐𝟐  marrim      m Q
+

= = ∈
+

2 3 1
3 2

 

4) 𝐚𝐚 = 𝟔𝟔 ,𝐛𝐛 = 𝟏𝟏  marrim       m Q
+

= = ∉
+

2 6 2
3 1

 

Pra, vetëm për  𝒂𝒂 = 𝟑𝟑  dhe  𝒃𝒃 = 𝟐𝟐  kemi që  
a

b

+

+

2
3

    është numër  racional. 

 

5.  

Zgjidhje 
 
Ka 𝟐𝟐𝟔𝟔𝟔𝟔 faqe të mundshme të ngjyrosura të rrjetës së katrorëve me 8 rreshta dhe 8 shtylla. Nqs 

𝒄𝒄 është një katror 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑, numri i ngjyrosjeve të tilla ku c është katror njëngjyrësh  është i 

barabartë me 2 × 255 = 256. Tani ka 36 katrorë 3 × 3, kështu që ka më së shumti 36 × 256 =

9 × 258 ngjyrosje homogjene. Ngjyrosje johomogjene jane   𝟐𝟐𝟔𝟔𝟔𝟔 − 9 × 258 = 258(26 − 9) =

258 × 55 . Pra, ngjyrosje johomogjene ka me shumë. 

 

 

 

 

 

 

 



 

6.  

Ne e tregojmë atë me induksion në k. 

Në qoftë se k = 1 është e qartë.  

Supozoni se vetia është e vërtetë për të gjithë numrat e plotë p = k-1 
E provojmë për p = k. 

Në qoftë se një nga ngjyrat c merret saktësisht n herë, ne vendosim të gjithë objektet 

ngjyra e të cilave është c në kutinë e fundit. Hipoteza e induksionit lejon që objektet e 

mbetura n (k -1) të ruhen në kutitë e para k -1 në mënyrë që secila kuti të përmbajë  

objekte me më së shumti 2 ngjyra të ndryshme. 

Pra, supozoni se asnjë ngjyrë nuk merret saktësisht n herë. Nëse të gjitha ngjyrat merren  

≤ 𝒏𝒏 −  𝟏𝟏 herë, atëherë ka gjithsej më së shumti (n -1)k objekte, gjë që bie ndesh me 

hipotezën. 

Pra, një nga ngjyrat 𝒄𝒄𝟏𝟏  merret  ≥  𝒏𝒏 +  𝟏𝟏 herë. Po kështu, një nga ngjyrat 𝒄𝒄𝟐𝟐 merret  ≤

𝐧𝐧 − 𝟏𝟏 herë. 

Më pas vendosim të gjitha objektet me ngjyrë 𝒄𝒄 𝟐𝟐 në kutinë e fundit. Ne e plotësojmë këtë 

kuti me objekte me ngjyrë 𝒄𝒄𝟏𝟏. Hipoteza e induksionit na lejon të renditim n (k - 1) të 

ruhen në  𝒌𝒌 − 𝟏𝟏  kutitë e para në mënyrë që secila kuti të përmbajë objekte me më së 

shumti 2 ngjyra të ndryshme. 
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